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Resumen 
El problema de la modelización dinámica en 
finanzas tiene mucho que ver con el tipo de 
problema que se pretende estudiar. Es preciso tener 
en cuenta el subyacente así como las magnitudes 
que se pretende estimar para elegir el modelo 
adecuado. 
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11ntroducción I 

• Un primer tipo de problema se plantea 
modelización de la cotización de una acción. 
con la 
• La observación del curso de los precios del 
mercado continuo sugiere el carácter aleatorio de 
las fluctuaciones. Un carácter que no es producto del 
tipo de observación que se está realizando. 
• En la figura puede apreciar la variación de los precios 
de IBM a lo largo de un año (250 días). 
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• 	 Para convencerse de que no existe un fenómeno de 
escala, uno puede estudiar la variación de los precios 
de IBM a lo largo de 10 años: 
160 
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• o del IBEX35 tomado en diversos intervalos de 
tiempo. 
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Dinámica del Ibex35 a lo largo de 1300 días (hasta 
diciembre de 1997). 
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Los 250 primeros días de dicho período. 
1 1 	período. 2 estados. 3 activos I 
3600, 
Consideramos un mercado con dos títulos (el tercero 
activo será el derivado) : 
• 	 una acción . 
• el cash. 
Sólo existen dos fechas de transacción: O y 1: 






• 1 acción del activo con riesgo vale So en O y vale aSo2200LI----------__-L____________~____________~____________L___________ ~ 
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Estrategia de cartera: Es un par (a, (3) que indica el 
volumen de inversión en cada uno de los dos activos en 
el instante O por lo que el valor de la cartera es : 
Vo = a x 1 + f3So 
a (alza)V1 = a x (1 + R) + {f3sof3 Sob (baja) 
oportunidad de arbitraje: Es una estrategia de cartera 
tal que 
Vo = O 
V1(a), V1(b) > O Y V1(a) > Oo V1(b) > O 
Obviamente en un mercado muy líquido, las OA 
desaparecen rápidamente. Supondremos ausencia de 
tales oportunidades ( "no free lunch") 
Proposición 1. En ausencia de oportunidad de 
arbitraje se verifica 
b<l+R<a 
siendo las desigualdades o ambas estrictas o ambas 
igualdades. 
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[ La Probabilidad Riesgo Neutro I 
• 	 La intuición que tiene un operador ("trader") de 
la evolución futura del mercado se traduce en una 
probabilidad subjetiva P = (p,l - p) de alza/baja 
del mercado. 
• 	 El valor esperado de S1 es 
E[S1] = aSoP + bSo(1- p) 
• 	 El rendimiento esperado de este activo (con riesgo) 
es: 
1 
So E p [S1] = ap + b(l - p) = 1 + R +P 
donde p es una prima de riesgo. 
• 	 El problema ahora es el definir un precio justo con una 
probabilidad subjetiva: no hay manera de ponerse de 
acuerdo. 
• 	 Sea ahora Q la probabilidad que asocia el valor 
1 +R-b 
q = a _ b al estado del mundo alto 
9 
Modelos Dinámicos en Finanzas Universidad Politécnica de Cataluña 17/ 09 / 98 
y 





la prima de riesgo es nula: 

no interviene la subjetividad del operador. 

Q es la probabilidad riesgo neutro 
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Los conceptos de Replicación y Cobertura 
• 	 En este sencillo mercado, es fácil definir una 
(estrategia de) cartera que asegure 

- el flujo X(a) en el estado alto del mundo y 

-	 el flujo X(b) en el estado bajo. 
• 	 Basta con resolver el sistema: 
X(a) = a(l + R) + (3Soa 
X(b) = a(l + R) + (3Sob 
• 	Se dice que la cartera compuesta por a unidades del 
activo sin riesgo y (3 unidades del activo con riesgo 
replica el activo (X(a), X(b)). Es la cartera de 
cobertura. 
• 	 El valor en O de nuestra cartera así definida es: 
Vo = a + (3S 
10 11 
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y 	SU valor medio esperado en 1 es: 
EQ[V1] = a(l + R) + ,BEQ[Sl] 
por lo que 
1 
Vo = ~ . ,...EQ[V1] 
Es decir, por Ausencia de Oportunidad de Arbitraje, 
se verifica: 
Proposición 2. el valor en O de un activo replicable 
es su valor medio esperado bajo la probabilidad riesgo 
neutro actualizado con el tipo de interés sin riesgo. 
• 	 El valor de una Call ... 
Ahora podemos valorar una Ca 11 de precio de 
ejercicio K. Hemos que tener (sino no tendría 
sentido financiero) 
bSo < K < aSo 
• 	 El flujo asociado es 
X(a) = aSo - K 
X(b) = ° 
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Por lo que su precio es: 
= 	(aSo-K) x l+R-b y ,B = a - K/SoCo 
l+R a-b 	 a-b 
• 	 . . . y de una Put: Es fácil comprobar que para una 
Put, cuyo flujo final es X(a) = 0, X(b) = K - Sb, 
tenemos 
Po = (K _ Sb)a - (1 + R) y ,B =K/S-b 
a-b a-b 
• 	 Podríamos aplicar este mismo procedimiento para 
calcular la cartera de cobertura de cualquier 
otro derivado (objeto financiero cuyo precio a 
vencimiento es una función del valor a vencimiento 
del su byacente). 
En palabras de Rubinstein : 
" arguably, the most important idea of modern 
financial theory is that of replication ... " 
13 
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Un modelo con N periodos: 

El Modelo Binomial 

• 	 Aunque nos haya permitido introducir los conceptos 
básicos, el modelo anterior es demasiado sencillo para 
modelizar la realidad de los mercados financieros. 
• 	 Necesitamos modelizar horizontes de transacción más 
largos con diversas fechas de transacción. 
a4 S 
a2S 
aS 	 aS 
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• 	 Una primera generalización consiste en considerar un 
modelo con N periodos: el modelo binomial 
• 	 Tenemos ahora N fechas de transacción. Entre 
dos cualesquiera de estos instantes, el movimiento 
del activo con riesgo es del tipo alza/baja descrito 
anteriormente con los mismos rendimientos a y b . 
Hay 2N caminos: Wl, · . . , W 2N 
Hay N + 1 valores posibles para SN . 
• 	 Para que el modelo sea útil, el árbol ha de ser 
recombinante: 
a· b = 1 
• 	 Consideremos W una de las posibles evoluciones y sea 
Zn(w) el número de "subidas" hasta n para dicha 
evolución. Tenemos que 
Sn(W) = SoaZnbn-Zn 
Este modelo se llama binomial por seguir ZN una ley 
binomial de parámetros (N, p) 
• 	 De nuevo, hemos de suponer que no existen 
oportunidades de arbitraje. Existe una probabilidad 
riesgo neutro Q para la cual dos carteras con el mismo 
valor en N tienen el mismo valor en todo instante 
n<N. 
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• 	 Una consecuencia es la paridad Call-Put: 
en - Pn = SN - K(l + R)n-N 
• 	 Como en el caso del modelo de un periodo, se 
demuestra que el valor en O de una cartera cuyo 
flujo en N es r.p(SN) es 
1 
Vo = n\ I\TE[r.p(SN)]1-1 	 • 
Una condición de martingala. 
• 	 En particular, esto se aplica para calcular el valor de 
una cal! europea con precio de ejercicio K . 
• 	 Observación: Para poder trabajar en este contexto 
es 	preciso suponer (Hipótesis 1) que: 

No se pagan dividendos. 

No hay costes de transacción. 
Se admiten descubiertos ilimitados y se pueden 
fraccionar los activos. 
16 
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limitaciones de los Modelos Finitos 
Existen varias razones para intentar una modelización en 
tiempo continuo de los mercados financieros: 
1. 	 La existencia del mercado continuo: para una opClon 
a tres meses que cotiza cada minuto, hay 129600 
periodos: el árbol demasiado frondoso y el resultado 
siempre depende del paso de discretización. 
2. 	En el modelo binomial, tenemos que 
~Sn = Sn+l - Sn = { a - 1 alza (p) 
Sn Sn b - 1 baja (1 - p) 
3. 	 Si X es una v.a. que toma los valores a y b con 





tanto la tendencia del precio como su volatilidad 
quedan ocultas: en realidad se trata de un modelo 
con un parámetro: a = (j, b = 1/(j Y P queda 
17 
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determinado por una condición de martingala: 
(1) 1 + R = pa + (1 - p)-1 
a 
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Pasando al Límite 

en el Modelo Binomial 

• 	 Una primera solución consiste en pasar al límite en el 
modelo anterior. 
• 	 Es fácil ver que, para una call de precio de ejercicio K, 
vencimiento T = N ~t , precio actual del subyacente 
So y t ipo de interés continuo anual r, el valor actual 
de la call se puede escribir 
Co = 1
'1 	+ rN \ l\¡fE[(ST - K)+] 
donde la esperanza es la que viene inducida por la 
asignación 
- probabilidad PN al movimiento S -t S . aN Y 
- probabilidad 1 - PN al movimiento S -t SjaN. 
• 	 Haciendo el cálculo resulta 
Co = So· Prob (B(M,p~) > UN) 
1 
- K · ( )M . Prob (B(M,PN) > UN)
1 +rN 
18 19 
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• 	 Donde 
B(H, q) refiere a una distribución binomial de H 
repeticiones con probabilidad de éxito q. 
_ p' _ aN'PN 

N - l+rN' 

-	 UN es tal que (aN )UN . (_1)M-UN Krv 
aN So' 
• 	 Pasando al límite, haciendo N tender a 00 (o flt a 
cero), obtenemos la fórmula de Black-Scholes: 
ICa = So . Prob (Z ::; d+) - Ke-RTProb (Z ::; d_) I 
donde 
log (So / K) + (R ± ;2) T 
d± = ----::::-:::=-------.:....-­
aVT 
y donde Z N(O, 1) es una variable normal de mediarv 
Oy varianza 1. 
• 	 Este procedimiento tiene el inconveniente de ocultar 
la naturaleza del modelo que rige para el tiempo 
continuo. 
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IEI Movimiento Browniano I 
curiosidad histórica: en 1900, Louis Bachelier escribió 
un artículo (Sur la théorie de la spéculation, en 
los Annales de l'Ecole Normale Superieure) que es 
el antepasado de la matemática financiera moderna 
y el primer trabajo científico en el cual aparece el 
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Darse un mOVimiento brown iano equivale a darse un 
proceso estocástico de trayectorias continuas (Bt ; t E 
ffi.+) definido sobre un espacio de probabilidad (O, F , P) 
tal que 
• 	 Para ° < to < t¡ < .. . < tn, los incrementos 
Bti - B ti_1 , i = 1 ... n son independientes. 
• 	 Ba = °y Bt - Es rv N(O , vt - s) para todo s < t 
• 	 La filtración Ft = a(Bs ; s < t) va a jugar un 
importante papel en la modelización estocástica de la 
dinámica del precio de un activo: va a representar la . 
información disponible en el instante t. 
Estos resultados tienen importantes consecuencias. 
1. 	 Bt - B ses independiente de rs (s < t). 
Es decir que Bt no depende del pasado (e.d. de lo 
ocurrido hasta s) más que a través de Bs. Esto es la 
propiedad de Markov. 
2. 	 (Bt ; t E 1R) es una martingala. 
E[Bt - Bs/Fs] = E[Bt - Bs] = ° 
22 
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para todo s < t, es decir que para tales s y t, tenemos 
que 
E[Et/FsJ = Bs 
3. 	Las trayectorias no son derivables. 
Si 
~Bt = Et+~t - Bt rv N(O, ~) 
el orden de magnitud de ~Bt es (en media) v05:i por 
lo que no puede haber derivada (finita) con respecto 
al tiempo. 





Es una propiedad de las variables aleatorias gaussianas 
que entonces, h debería de seguir una normal de 
media °y varianza 
lim .¡;s:¡~t-ta -¡;¡- = 00 
Lo 	cual es imposible. 
23 
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4. 	 La variación cuadrática del browniano 
tiene un comportamiento atípico. 
Sabemos que si X rv N(o, (J), se verifica que 
E[X2] = (J2 Y Var[X2] = 2(J4(2) 
Dado que bt..Bt Bt+ó.t - Bt rv N(O , Vf;i), 
tendremos: 
E[(bt..Bt)2] = ~t Var[(bt..Bt )2] = 2(bt..t)2 
Esto significa que cuando bt..t ---+ O, su varianza 
tiende a O más rápidamente que su valor esperado 
~t por lo que (~Bt)2 aparecerá cada vez más 
"determinista", próximo a su valor esperado ~t por 
lo que cabe esperar que en el límite se verifique: 
(dBt)2 == dt 
24 
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tia fórmula d-~ Ita I 
El comportamiento cuadrático del movimiento 
browniano tiene importantes implicaciones. 
• 	 Teorema 1. [La fórmula de Ito] Para <l> E C~(JR) 
y t > O, se verifica: 
<l>(Bt ) = <l>(Bo) + r~'(Bs)dBs + ~ r~"(Bs)dsJo 	 2 Jo 
• 	 Observación: Esta fórmula puede escribirse: 
d<l>(Bt ) = <l>'(Bs)dBs + ~<l>"(Bs)ds 
Puede "deducirse" de la fórmula de Taylor haciendo 
(~Bs)2 ---+ ds cuando s ---+ O 
• 	 Interpretación: la estructura deriva+ruido blanco 
se preserva bajo aplicaciones de C~ (lR) 
• 	 Observación: La aparición de un término 
suplementario en la fórmula de Ito es una 
consecuencia directá del comportamiento de la 
variación cuadrática del movimiento browniano. 
25 
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11-- - ­ -----~ 
Eficiencia del Mercado 

• 	 La hipótesis de eficiencia del mercado que puede 
resumirse 	de la siguiente manera: 
La cotización actual de un título contiene toda la 
información acerca del mismo. 
Los mercados responden con carácter inmediato a 
toda nueva información: modelizar un mercado es 
modelizar la llegada del flujo de información. 
• 	 La consecuencia de ello es el carácter markoviano 
de las trayectorias de los precios de los activos. 
• 	 Observación: Es la competencia en el mercado la 
que tiende a asegurar la eficiencia (según la definición 
anterior) del mismo. 
• 	 Hull: "el mismo hecho de la existencia de muchos 
inversores vigilando el mercado e intentando sacar 
provecho del mismo, lleva a una situación en la cual, 
en cada instante, el precio de un activo anula (se 
incauta de) la información relativa a precios pasados" 
• 	 Un argumento similar nos permitirá suponer la 
ausencia de oportunidades de arbitraje. 
26 
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Un Modelo para la Dinámica 
del Precio de un Activo 
Nos proponemos modelizar la evolución del precio St de 
un activo a lo largo del tiempo. En el mercado también 
existe un activo sin riesgo (la cuenta bancaria). 
• 	 Nos interesa modelizar los rendimientos más que los 
preCios. 
• 	 Esto nos lleva a considerar: 
Ó.St St+i:::l.t - St 
St St 
• 	 Es razonable pensar que el valor de este indicador se 
compone de dos partes: 
• 	 Una, determinista, describe una tendencia del 
subyacente. Su contribución a nuestro indicador es 
f.-ldt 
Supondremos f.-l (llamado rendimiento del activo 
con riesgo) constante. 
28 
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• 	 La otra se corresponde con las fluctuaciones aleatorias 
del precio y es razonable (teorema del límite central) 
pensar que se puede escribir como 
O'(Bt+i:::l.t - Bt) = O'Ó.Bt 
Donde este término aleatorio aparece como un ruido 
estacionario, de incrementos independientes y media 
O. 	 El parámetro O' es la volatilidad. 
• 	 Todo ello nos lleva a escribir 
(3) 	 Ó.S = fLÓ.t + O'Ó.BtS 
• 	 Como se puede apreciar, esto nos da 
E[Ó.S] = f.-lSó.t y Var[ó.S] = 0'2S2ó.t 
• 	 Lo cual confirma nuestro anuncio previo: fL aparece 
como un rendimiento . mientras que O' mide la 
dispersión (varianza) del precio del activo. 
• 	 "Pasando al límite", obtenemos 
dS(4) S = fLdt + O'dBt 
29 
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• 	 Nos encontramos aquí ante una ecuación diferencial 
estocástica. El pri mer térm i no se conoce como 
deriva mientras que el segundo es el término de 
difusión. La cantidad dEt se interpreta como ruido 
blanco. Observe que en el caso a = 0, tenemos que 
St = SoeJ..L(t-to) 
• Justificación 	 del modelo: Da una buena 





0 . 5 
0 .4 0.6 0.8 1 
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• 	 La existencia de la probabilidad riesgo neutro en 
este contexto dista mucho de ser trivial. El teorema 
de Girsanov asegura su existencia y bajo esta nueva 
probabilidad, la dinámica de un activo con riesgo se 
transforma en: 
dSt _ rdt + udBt(5) 	 --
St 
siendo r el tipo de interés del activo sin nesgo. 
• 	 La fórmula de Ito permite comprobar que 
(6) 	 St = Soe(".-~2)t+O'Bt 
• 	 Una consecuencia inmediata de esto es 
Sus trayectorias son 
continuas. 
Sus incrementos son 
independientes. 
St es lognormal y 
E[St] = SoeJ..Lt E[S;] = S6et(2J..L+cr2) 
Var[St] = S6 e2 J..Lt[e cr 2 t - 1] 
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I Vuelta -a- BI~ck-Schol~s I 
• 	 Si r T = h(ST) es un derivado , cuyo precio a 
vencimiento sólo depende del valor a vencimiento 
del precio del subyacente. su valor actual es: 
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• 	 Una de las ventajas de estas fórmulas analíticas es la 
de poder estudiar las sensibilidades del precio de un 
derivado . 
ro = EQ[e-TTh(ST)] 
• 	 Para h(x) = (x - K)+ esto da una fórmula sencilla 
para el precio de la Call: 
ca = SoN(d¡) - Ke-rTN(do) 
siendo N la función de distribución de N(O, 1): 
y 2 
1 1e\-dyN(y) = ~ -00 
y 
do 	= 1 lo x 1
avlr g K e-rT - 2aVT 
di = do + aVT 
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limitaciones del Modelo 
y Alternativas 
• 	 En pocas ocasiones es posible contrastar la hipótesis 
de lognormal idad. Esto se agrava en el caso de 
derivados. 
• 	 En cuanto a la volatilidad implícita, diversas opciones 
sobre una misma acción, con precios de ejercicio 
diferentes dan volatilidades implícitas diferentes 
(smile), lo cual contradice el modelo teórico. 
• 	 La hipótesis de completitud equivale a la imposibilidad 
de innovación financiera , cosa poco realista. 
Las soluciones apuntan a la elaboración de modelos más 
adaptados a la realidad: 
• 	 Modelos GARCH, en tiempo discreto. 
• 	 Modelos con saltos, más adaptados a la descripción 
de irregularidades ( discontinuidades) en el mercado. 
• 	 Modelos con volatilidad estocástica. 
• 	 Modelos con otros componentes de ruido. 
34 
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I Más Sobre Ruidos I 
Veamos de donde viene el nombre de ruido blanco. 
En ingeniería es habitual escribir, para un proceso 

homogéneo en el tiempo, 

Var[X,] = i!(f)dj 
donde S(f) es la densidad espectral de la varianza 
representamos de esta manera: mide la potencia por 
unidad de tiempo en la frecuencia f (es positiva y' 
S(f) = S( - f)). Se puede calcular : 
S(f) = i:ar[Xs]e-2üe¡sds = L::ar[xs] cos(21fjs)ds 
En este contexto, el ruido blanco aparece como un 
proceso estacionario gaussiano de densidad espectral 
constante: 
S(f) = So 
Como la luz blanca tien·e una distribución uniforme en 
todas las frecuencias: 
Var[XtJ = Soc5(s) 
1. 
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La 	densidad espectral de flBtJ flt es 
Sb.t(j) = (Sen27r j flt)27rjflt -7 1 
por lo que 
flBt 
W t = lim 
'-..? b.t-tÜ ~ ruido blanco 
ruido coloreado 
Como hemos señalado, no existe una realización del 
ruido blanco como proceso estocástico, pero la ecuación 
anterior permite una aproximación tan precisa como se 
pueda requerir. 
Cuando falla el ruido blanco: cabe preguntarse si 
el modelo con ruido blanco que hemos propuesto para 
la descripción de la evolución del precio relativo de un 
activo tiene carácter universal. La respuesta es no. Por 
ejemplo, falla en las dos situaciones siguientes: 
• 	 Si los inversores individuales no actúan de manera 
independiente y markoviana, e.d. si hay pautas 
cíclicas aunque no periódicas en sus comportamientos 
o 	 correlación a lo largo de series largas (efecto 
36 
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Joseph) . 
• 	 Si una parte significativa del mercado está formada 
por grandes grupos de inversión que actúan de 
acuerdo con una estrategia corporativa e inducen 
un fenómeno parecido al descrito en el ítem anterior. 
En estos casos hay que pensar en modelos de ruido 
diferentes, en los cuales exista correlación a lo largo 
de grandes series temporales. Existen otras posibles 
modelizaciones para el ruido: 
1. 	 El movImIento browniano es una alternativa. Su 
densidad espectral es 
1 
S(j) = j2 
lo cual significa que consiste más en fluctuaciones 
lentas (bajas frecuencias) que rápidas (altas 
frecuencias como se puede apreciar en la figura 
siguiente. 
2. 	 Entre el movimiento browniano (muy correlado) y el 
ruido blanco (no correlado) se puede pensar en un 
37 
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también aparecen estos "ruidos" en la música: 
abanico cuyas densidades espectrales sean del tipo 
10'10' 
...1 	 10'3(j) 	 10' 
10'jf3 	 ", Id 
!O' 	 10' ~ :lit 
lO'!o'con especial importancia del caso !3 = 1. El caso es 
101 
lO'que estos ruidos son los más comunes en la naturaleza: 	 I 
~ 
ttI 
t 	 10'10'• en circuitos electrónicos y en cualquier tipo de reloj. 
10'10' 




10·' 10·' 10' 10' !o' 10" 10" 10" '0·' -.ti lO' lt1­10" 	 10" 
f ..,f tiJI
• en las variaciones del voltaje en las membranas 
...... ~"wat.-n mAC
...... _..... -....- 111 __..... ,300 
chito 
... _:InI~nerviosas o en las secuencias de ADN. III ........... ~ 
 ",_.poro_.
ti .....~mACof ...... IItR. S.-... _
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td ~ loCW"1iJI of c*I "-.. 
wtVte noise 111"'-- .... 
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I El Tratamiento de las Colas I 
• Buena parte de las limitaciones 
Samuelson tienen que ver con el 
de las colas. 
del modelo de 
comportamiento 
• Existe un ámbito de la matemática financiera en 
el cual este comportamiento es particularmente 
relevante: el del Valor en Riesgo. 
• Dado el valor Pt de una cartera en el instante t , sea 
l:lPt = Pt+tlt - Pt 
El VaR en el horizonte temporal l:lt asociado al nivel 
7r es el valor a tal que 
(7) P(l:lPt < a) = 7r 
• Si P es la función de distribución de l:lPt , la ecuación 
(1) equivale a 
(8) a = P- I (7r) 
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• El problema es que F es desconocida. 
• 	 Como se puede apreciar en la figura siguiente, el 
uso de la normal puede acarrear graves errores en el 












-1.5 - 1 	 o 0.5 1.5 
Existen soluciones: 
• 	 Mixturas of normales 
(9) R = B · Xl + (1- B) . X 2 
donde Xl, X2 y B son tres variables aleatorias 
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independientes Xl, X2 son normales y B es una 
Bernoulli (B = 1 con probabilidad p Y B = O con 
probabilidad 1 - p). 
f'V 	
B 'B(p)f'VXi N(J-Li l (Ji) 
• 	 Es un enfoque muy intuitivo en la medida que 
hace aparecer la dinámica de un activo como 
una superposición de estados correspondientes a 
diversos valores de la volatilidad . 
• 	 Distribuciones hiperbólicas La idea es ajustar una 
distribución del tipo 
JO;2 - (32 

f (x) = -2a-ó-B-'--1(-ÓJ--a2- (32) 

exp { - a JÓ2 + (x - J-L) 2 + {3 (x - J-L)} 
BI es la función de Bessel modificada de tercera 
especie con índice 1; a > O Y O < \{3\ < a determinan 
la forma de la distribución, mientras que 8 y J-L son 
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